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摘要　　采用基于非结构网格的 Level Set方法对多介质流动问题进行数值模拟.采用有限体积法

求解 Euler方程 , 控制面通量的计算采用 HLLC(Hartern , Lax , van Leer , Contact)近似 Riemann

解方法.Level Set 方程也采用有限体积法求解 , 采用 Lax-Friedchs 方法计算通量 , 通过窄带

(Narrow Band)方法来减少计算量 , 重新初始化采用 Fast Marching Method.界面的处理采用

Ghost F luid方法.Runge-Kutta显式时间推进 , 时间 、空间都是二阶精度.对 SOD激波管问题进

行数值模拟 , 其结果和精确解相吻合;对空气/氦气泡相互作用问题进行模拟 , 取得较好的结果.
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　　多介质流体运动界面的数值模拟已经成为计算

流体力学的研究热点之一 , 它涉及到很多重要的工

程技术领域和学科.目前对含多介质运动界面流场

进行数值模拟的方法主要分为两大类 , 即界面追踪

方法[ 1] (f ront t racking method)和界面捕捉方法

(f ront capturing method), 两类方法各有其特点.

界面追踪方法的主要特点是:能够保持间断的

准确和锐利;为了避免 CFL 条件难以满足的 “小网

格” 问题 , 需要对网格进行合并 、 细化和重分等处

理;该方法难于处理界面拓扑结构变化的情况;当

推广到多维问题时 , 交界面的重构变得非常复杂;

该方法在间断处对流体状态变量进行单侧光滑外

推 , 采用不同的数值通量进行计算 , 不可避免的会

引入守恒性误差.

界面捕捉方法主要有 Level Set方法 , 体积分数

(VOF)法等.Level Set 方法由 Osher 等提出[ 2] ,

Level Se t方法的基本思想是用 LS(Level Set)函数

跟踪界面 , 一般情况下界面沿着法向速度是变化

的 , 在初始时刻 LS 函数为距离函数的情况下 , 经

过有限的时间步后 , 其梯度可能变得剧烈或者平

缓 , 等值线出现聚合和拉伸的情况 , LS 函数将不

再保持距离函数的性质 , 这时就需要对 LS 函数进

行重新初始化 , 使其保持距离函数的性质.Level

Set方法有着简捷通用 , 易于处理拓扑结构变化等

诸多的优点 , 得到广泛的应用.近年来 , 国内外很

多文献对 Level Se t方法的应用[ 3—5] 进行研究 , 取得

很多重要的成果.但是由于 Level Set 方法本身还

存在一些急待解决的问题 , 如难于应用于具有复杂

外形工程问题等 , 所以 Level Set方法仍然是目前

计算流体力学领域的研究热点.

目前对 Level Set 方法的研究 , 大部分基于结

构网格[ 4] , 采用有限差分方法.基于非结构网格的

Level Set方法的研究还不是很充分.非结构网格有

着灵活 、易于处理复杂计算区域 、易于自适应等优

点 , 近年来得到广泛的关注.因此 , 对基于非结构

网格的 Level Set方法进行研究是很有必要的[ 5] .

本文对 Level Set 方法在非结构网格上的应用

进行研究.采用有限体积方法求解 Eule r 方程和

Level Set 方程 , Runge-Kutta 显式时间推进 , 时

间 、空间都是二阶精度.对 SOD 激波管问题 、 空
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气/氦气泡相互作用等问题进行数值模拟 , 取得较

好的结果.

1　控制方程

流动控制方程为 Euler 方程 , 可以采用积分形

式表示 , 如方程(1)所示

 
 t∫UdV +∫ VFdA =0 (1)

　　(1)式中 , V 是控制体体积 ,  V 是它的边界 ,

守恒型变量U和无粘矢通量F定义如(2)式所示

U =

　ρ

ρu

ρv

ρE

, 　F =

　 ρun

ρunu +pn x

ρunv +pn y

(ρE +p)un

(2)

　　(2)式中 , ρ, p , E 分别表示流体密度 、 压强 、

比总内能 , u , v 分别表示速度矢量的两个分量 , n

表示边界 V 的单位外法线方向 , nx , ny 是 n 的两

个分量.un 的定义如(3)式所示

un =unx +vny (3)

　　比内能 e和比总内能 E 的关系如(4)式所示

E =e +
u
2 +v

2

2
(4)

　　S tif fen气体状态方程为

p =p(ρ,e)=(γ-1)ρE -1
2
ρ(u2 +v

2)-Pc -Pc

(5)

　　熵 s和声速 c 的关系如下

c
2 =dp(ρ, s)

dρ
= p
 e

p
ρ
2 +
 p
 ρ
=γ

p +Pc

ρ
(6)

2　Level Set方法

采用 Level Set 方法来捕捉界面 , Level Set 函

数 是距离函数 , 其零值标志界面所在的位置 , 其

正 、负值分别代表某种流体 , 每一种流体都满足

Euler方程.Level Se t方程为

  
 t
+F N(x ,   ,κ)|  |=0 (7)

　　(7)式中 , F N 是界面的法向速度 ,  是距离函

数 ,   是距离函数的梯度 , κ是界面的平均曲率.

方程(7)可以简化为下面的 Hamil ton-Jacobi方程

  
 t
+H(x ,   )=0 (8)

　　对于任意一个控制体 , 方程(8)可以采用有限

体积法离散成下面的形式
[ 6]

V
d
dt
 x +∑

k=ne

k=1
 H1kS k =0 (9)

V
d
dt
 y +∑

k=ne

k =1
 H2kS k =0 (10)

(9), (10)式中 , V 是控制体的体积 , k 表示单元的

第 k 个面 , ne是控制体的总面数 , S k 是第 k 个面的

面积.

通量  H 的计算采用 Lax-Friedrichs方法.对于

任意一条边 , 假设其左边的值为 ( -x ,  -y ), 右边

的值为 ( 
+
x ,  

+
y ), Lax-Friedrichs通量按照下面的

公式计算.

 H1k( +x , -x , +y ,  -y)= 1
2

H( +x , +y)+H( -x , -y)·

nx -1
2
α( +x - -x) (11)

 H2k( +x , -x , +y ,  -y)= 1
2

H( +x , +y)+H( -x , -y)·

ny -
1
2
β( 

+
y - 

-
y) (12)

α=max 
x
,  
y

 H( x , y)
  x

,

β =max 
x
,  
y

 H( x ,  y)
  y

(13)

　　为了保持 Level Set函数 在界面附近始终为距

离函数 , 必须对其进行重新初始化 , 重新初始化的

方程为:

1730 自然科学进展 　第 17卷　第 12期　2007年 12月



|  |=1 (14)

3　数值计算方法

由于界面隐含为场函数的零等值面 , 一般只需

要求解场函数在界面周围区域中的网格单元值 , 距

离较远的网格单元对计算结果的影响可以忽略不

计 , 窄带法将方程的求解区域限定在界面周围的窄

带内 , 大大减小了计算量.一般情况下 , 在界面的

每一侧 , 取宽度大概是6到 12个网格单元 , 可以获

得较好的计算结果.本文采用窄带方法[ 7] 局部求解

Level Set方程.

采用 fast marching method(FMM)方法进行重

新初始化[ 4] .其基本思想是按照逆风的方式推进阵

面 , 这就意味着方程(14)的解沿着一个方向.因此

首先考虑界面两侧带状区域单元的集合 , 用迭代法

求解方程 , 并以最小的  值建立方程的解.然后把

求得的最小 值作为可接受的 值 , 把此单元从集

合中移走 , 将新单元加入到推进面附近带状区域的

集合中 , 并向前推进阵面直至无新单元加入.重新

初始化分别在界面的左右两侧进行 , 即  <0 或者

 >0.为了提高计算效率 , 在编制程序时采用 “堆

排序” 技术(即二叉树数据结构).

对于窄带中的单元 , 通过逐个单元的迭代(求

解方程(14))完成距离函数的重新初始化.迭代从

具有最小距离函数  的单元开始 , 一直到所有的窄

带单元计算结束.每个单元的迭代过程分为两步 ,

都以最小二乘法为基础[ 3] .

第一步 , 通过求解方程(15), 计算距离函数的

梯度  n+1 , v .v 是迭代次数 , 为了简单起见 , 上标

n+1(表示 n+1时刻)在方程(15), (16)中被省略.

∑
j ∈E

par
(i)

1
|mij |q

(Δxij)2　Δx ij Δy ij

Δy ijΔxij 　(Δyij)
2

 vi , x

 vi , y
=

∑
j ∈E

par
(i)

( v-1j - v-1
i )

|mij |q
Δxij

Δy ij

(15)

　　方程(15)中 , 矢量 mij =Xj -Xi 表示两点之

间的距离 , Δx ij =xj -xi , Δy ij =y j -y i .q是距

离加权因子 , 通常 q≥0 , 本文取为 2.Epar(i)是

单元 i周围已经被重新初始化单元的集合.在某

些特殊的情况下 , 方程(15)左侧的矩阵变得奇

异 , 虽然这种情况很少 , 但是也可能出现 , 主要

依赖于网格的拓扑结构.在这种情况下 , 可以适

当的增加一些相邻单元 , 拓展集合 Epar(i), 避免

奇异矩阵的产生.

第二步 , 采用第一步中计算出来的距离函数梯

度 , 通过求解方程(16), 计算距离函数  , 直到迭

代收敛 、满足距离函数条件为止.

 vi = ∑
j ∈ E

par
(i)

1
|mij |q

-1

·

∑
j ∈E

par
(i)

1
|mij |q

  vim ij

|  vi |
+ ∑

j ∈E
par
(i)

1
|mij |q

 
v
j

(16)

采用窄带方法求解 Level Set方程的具体步骤如下:

(1)设定窄带包含的网格层数阈值(界面每侧网

格宽度为 6到 12个网格单元).

(2)窄带内部的网格单元标记为活动单元

(A liv e);边界上的网格单元标记为边界单元(Land-

Mine);其余网格单元标记为无穷远单元(Far-

Away), 若网格单元位于界面外部则距离函数值设

为无穷大 , 若网格单元位于界面内部则距离函数值

设为无穷小.

(3)在窄带的内部求解 Level Se t方程 , 若界面

到达窄带的边缘区域 , 则构建新的窄带 , 采用重新

初始化方法求解新窄带单元的距离函数 .

(i)找到与界面相交的单元 , 称为活跃单元 ,

其他单元称为远场单元.

(ii)在活跃单元集合内 , 考虑 值最小的单元 i

的相邻单元 , 如果相邻单元为远场单元 , 则将其添

加到活跃单元集合 , 并把其从远场单元移走.

(iii)采用 FMM 方法 , 求解方程(14), 重新计

算相邻单元的 值.

(iv)冻结网格单元 i 上的 值 , 并把此单元从

活跃区域移走.此时 i单元被认为已经进行了重新

初始化 , 称为初始化单元.

(v)重复步骤(ii)～ (iv), 直到没有活跃单元加

入为止.

(4)返回到步骤 2 , 开始新的循环.
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4　计算结果及分析

算例 1　SOD激波管问题 , 这是两种不同比热

比介质的激波管问题.这里考虑的是两种不同的理

想气体.计算的初始条件为

ρ=1.000 , u =0 , p =1.0 , γ=1.667 ,

Pc =0 , 0 ≤ x <0.5

ρ=0.125 , u =0 , p =0.1 , γ=1.2 ,

Pc =0 , 0.5 < x ≤1.0

　　计算域为(0 , 0)×(1.0 , 0.2), 三角形网格单元

的个数为 18176.图 1给出 t=0.2时刻 , 密度 、 速

度 、压强沿激波管中心的分布 , 并和精确解进行比

较 , 从图 1中可以看出数值解与精确解吻合较好.

　　算例 2　空气/氦气泡相互作用问题

Mach 数为 1.22的激波与氦气泡相遇 , 波前和

波后以及氦气泡内的初始状态值分别如下:

波后状态(x >225):ρ=1.3764 , u=-0.394 ,

v=0 , p=1.5698 , γ=1.4 , Pc =0

波前状态(x ≤225):ρ=1 , u =0 , v =0 ,

p=1 , γ=1.4 , Pc=0

氦气泡内状态:(x -175)
2
+y

2
≤625

ρ=0.138 , u=0 , v =0 , p =1 , γ=1.667 ,

Pc=0

　　计算域为(0 , -44.5)×(325 , 44.5), 三角形

网格单元的个数为 65020 , 图 2 —3分别给出 t=50 ,

100 , 150时刻的密度等值线图 , 从数值模拟的结果

可以看出 , 氦气泡在左行激波的作用下 , 从右向左

运动 , 在刚开始时 , 氦气泡的右端向内凹陷 , 随着

时间的推进 , 氦气泡向内凹陷越来越明显 , 形成了

类似于喷嘴的形状.本文计算结果和文献[ 4]的计

算结果相吻合 , 表明利用该方法进行可压缩介质流

动数值模拟是可行的.

图 1　密度 、 速度 、 压强的数值解与精确解的比较

图 2　t=50 时刻 , 密度等值线图

图 3　t=100时刻 , 密度等值线图
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图 4　t=150时刻 , 密度等值线图

5　结论

本文采用基于非结构网格的 Level Se t方法对

多介质流动问题进行数值模拟.采用有限体积法求

解 Euler 方程和 Level Se t方程 , 通过窄带(Narrow

Band)方法来减少计算量 , 重新初始化采用 Fast

Marching Method , 界面的处理采用 Ghost F luid方

法.对典型的多介质流动问题进行数值模拟 , 取得

令人满意的结果 , 验证了该方法的可行性.
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